CHAPITRE  III. 


PROPAGATION  DE  LA  CHALEUR  DANS  UN  SOLIDE 
RECTANGULAIRE  INFJNI. 


SECTION  PREMIERE. 

Exposition  cle  la  question. 

i63. 

Les  questions  relatives  a la  propagation  uniforme  ou  au 
mouvement  varie  de  la  elialeur  dans  rinterieur  des  solides, 
sont  reduites,  par  ce  qui  precede,  a des  problemes  d’ana- 
fyse  pure,  et  les  progres  de  cette  partie  de  la  physique 
dependront  desormais  de  ceux  que  fera  la  science  du  calcul. 
Les  equations  dlfferentielles  que  nous  avons  demontrees, 
contiennent  les  resultats  principaux  de  la  theorie  , elles 
cxpriment,  de  la  maniere  la  plus  generale  et  la  plus  concise, 
les  rapports  necessaires  de  l’analyse  numerique  avec  une 
classe  tres-etendue  de  plienomenes  , et  reunissent  pour 
toujours  aux  sciences  mathematiques , une  des  branches  les 
plus  importantes  de  la  philosophie  naturelle*  II  nous  reste 
maintenant  a decouvrir  Tusage  que  Ton  doit  faire  de  ces 
equations  pour  en  deduire  des  solutions  completes  et  d une 
application  facile.  La  question  suivante  offre  le  premier 
example  de  lanalyse  qui  conduit  a ces  solutions;  elle  nous 
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a paru  plus  proprc  qu’aucune  autre  a faire  connaitre  les 
elements  de  la  methode  que  nous  avous  suivie. 

164. 

Nous  supposons  qu’une  masse  solide  liomogene  est  con- 
tenue  entre  deux  plans  verticaux  B et  C paralleles  et  infinis , 
et  qu’on  la  divise  en  deux  parties  par  1111  plan  A perpen- 
diculaire  aux  deux  autres  {'voy.  fig.  7);  nous  allons  con- 
siderer  les  temperatures  de  la  masse  BAG  comprise  entre 
les  trois  plans  infinis  A,  B,  C.  On  suppose  que  1 autre 
partie  B'  A C'  du  solide  infini  est  une  source  constante  de 
chaleur,  cest-a-dire  que  tous  ses  points  sont  retenus  a la 
temperature  1 , qui  ne  peut  jamais  devenir  moindre,  ni  plus 
grande.  Quant  aux  deux  solides  lateraux  compris  lun  entre 
le  plan  C et  le  plan  x\  prolonge,  l’autre  entre  le  plan  B et  le 
plan  A prolonged  tous  leurs  points  ont  une  temperature 
constante  o , et  une  cause  exterieure  leur  conserve  toujours 
cette  meme  temperature;  enfin  les  molecules  du  solide  com- 
pris entre  A,  B et  C , ont  la  temperature  initiale  o.  La  chaleur 
passera  successivement  du  foyer  A dans  le  solide  B A C;  elle 
sy  propagera  dans  le  sens  de  la  longueur  qui  est  infinie,  et 
en  meme  temps  elle  se  detournera  vers  les  masses  froides 
B et  C qui  en  absorberont  une  grande  partie.  Les  tempera- 
tures du  solide  BAG  s eleveront  de  plus  en  plus  ; mais  elles 
ne  pourront  outre-passer  ni  meme  atteindre  un  maximum 
de  temperature,  qui  est  different  pour  les  differents  points 
de  la  masse.  11  s agit  de  connaitre  l’etat  final  et  constant  dont 
letat  variable  sapproche  dc  plus  en  plus. 

Si  cct  etat  final  etait  connu  et  qu  on  le  format  d’abord , il 
subsisterait  de  lui-meme,  et  c’est  cette  propriete'  qui  le  dis- 
tingue de  tous  les  autres.  Ainsi  la  question  actuelle  consiste 
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a determiner  les  temperatures  permanentes  d un  solide  recv 
tangulaire  infini,  compris  entre  deux  masses  de  glare  B et  C 
et  une  masse  d’eau  bouillante  A;  la  consideration  des  ques- 
tions simples  et  primordialcs  est  un  des  moyens  les  plus  cer- 
tains de  decouvrir  les  lois  des  phenomenes  naturels,  et  nous 
voyons , par  lhistoire  des  sciences, que  toutes  les  theories  se 
sont  formees  suivant  cette  methode. 

i65. 

Pour  exprimer  plus  brievement  la  meme  question,  on  sup- 
pose quune  lame  rectangulaire  BA C,  dune  longueur  infiriie, 
est  echauffee  par  son  extremite  A,  et  conserve  dans  tous  les 
points  de  cette  base  une  temperature  constante  i , tandis  que 
chacune  des  deux  aretes  infinies  B et  G,  perpendiculaires  a 
la  premiere,  est  aussi  assujetie  dans  tous  ses  points  a une 
temperature  constante  o;  il  s’agit  de  determiner  qu’elles  doi- 
vent  etre  les  temperatures  stationnaires  de  chaque  point  de 
la  lame. 

On  suppose  qu  il  ne  se  fait  a la  superficie  aucune  deper- 
dition de  chaleur,  ou,  ce  qui  est  la  meme  chose,  on  considere 
un  solide  forme  par  la  super-position  d’une  infinite  de  lames 
pareilles  a la  precedente ; on  prend  pour  l’axe  des  x la  droite 
ox,  qui  partage  la  lame  en  deux  moities,  et  les  coordonnees 
de  chaque  point  m sont  x et  j;  enfin  on  represente  la  lar- 
geur  A de  la  lame  par  2 l , ou,  pour  abreger  le  calcul,  par 
valour  de  la  demi -circonferenee. 

Concevons  qu’un  point  m de  la  lame  solide  BAC,  qui  a pour 
coordonne'es  x et  jr,  ait  la  temperature  actuelle  v , et  qu£  les 
quantites  v,  qui  respondent  aux  differents  points,  soient  telles 
qud  ne  puisse  survenir  aucun  changement  dans  les  tempe'- 
ratures , pourvu  que  celle  de  chaque  point  de  la  base  A soit 


1 6a  THEORIE  DE  LA  CHALEUR. 

toujours  i , et  que  les  cotes  B et  C conservent  dans  tous  leurs 

points  la  temperature  o. 

Si  I on  elevait  en  chaque  point  m une  coordonnee  verticale 
egale  a la  temperature  v,  on  formerait  une  surface  courbe 
qui  s etendrait  au-dessus  de  la  lame  et  se  prolongerait  a Fin- 
fini.  Nous  chercherons  a connaitre  la  nature  de  cette  surface 
qui  passe  par  unc  ligne  parallele  elevee  au-dessus  de  1 axe 
desj,  a une  distance  egale  a Tunite  , et  qui  coupe  le  plan 
horizontal , suivant  les  deux  aretes  infinies  paralleles  aux  x. 

1 66. 

Pour  appliquer  l’equation  generate 

dv K / d*  V d 2 v d* 

dt  C.U  * dy  d l*  ) ’ 


on  considerera  que,  dans  le  cas  dont  il  sagit,  on  fait  abstrac- 
tion d une  coordonnee  z,  en  sorte  que  le  terme  doit  etre 
omis*;  quant  au  premier  membre  il  s’evanouit  , puis- 

quon  veut  determiner  les  temperatures  stationnaires;  ainsi 
l’cquation  qui  convient  a la  question  actuelle,et  determine 
les  proprietes  de  la  surface  courbe  cherchee  est  celle-ci, 


d * v 
dx * 


d%  -v 

dy 


O 


(a). 


La  fonction  de  x et  y,  <p  (x,y)  qui  repre'sente  1’e'tat  perma- 
nent du  solide  B A C,  doit  i°  satisfaire  a l’equation  (a);  20  de- 

venir  nulle  lorsqu’on  substitue  — - t:  ou  + -nau  lieu  dey, 

quelle  que  soit  d’ailleurs  la  valeur  de  x;  3°  elle  doit  etre 
egale  a 1 unite , si  Ton  suppose  x=  o , et  si  1 on  attnbue  a y 
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nne  valeur  quelconque  comprise  entre  — | t et  4-  -y.  Ilfaut 

ajouter  que  ceLte  function  <p  doit  devenir  extremement 

petite  lorsqu’on  donne  a x une  valeur  tres-grande , puisquc 
toute  la  chaleur  sort  du  seul  foyer  A, 

167. 

Afin  de  considerer  la  question  dans  ses  elements , on  cher- 
chera  en  premier  lieu  les  plus  simples  fo notions  de  x ety, 
qui  puissent  satisfaire  a lequation  (a);  ensuite  on  donnera  a 
cette  valeur  de  v une  expression  plus  generate,  afin  de  rem- 
plir  toutes  le  conditions  enoucees.  Par  ce  moyen  la  solution 
acquerra  toute  letendue  quelle  doit  avoir,  et  I on  demon  trera 
que  la  question  proposee  ne  peut  admettre  aucune  autre 
solution. 

Les  fonctions  de  deux  variables  se  reduisent  souvent  a 
une  expression  moins  compose'e,  lorsqu’on  attribue  a Tunc 
des  variables  ou  a toutes  les  deux  une  valeur  infinie;  e’est  ce 
que  I’ on  remarque  dans  les  fonctions  algebriqucs  qui , dans 
ce  cas , equivalent  au  produit  d une  fonction  de  x par  une 
fonction  de  y.  Nous  examinerons  d’abord  si  la  valeur  de  v 
peut  etre  representee  par  un  pared  produit;  car  cette  fonc- 
tion v doit  representer  letat  de  la  lame  dans  toute  son 
etendue,et  par  consequent  eelui  des  points  dont  la  coor- 
donnee  x est  infinie.  On  ecrira  done  v—Fx.fy,  substituant 


dans  l’equation  a et  designant 


d9  (Fj?) 

U JC* 


par  F"  x 


<*'  (fr) 


par  f y,  on  aura  --A  / 

F"  ^ p r 

poser  — = m et  = 
1 fy 


--jy  ' — ° ? °n  pourra  done. sup- 
— m,  m etant  une  constantc  quel- 


conque, et  comme  on  se  propose  seulement  de  trouver  une 
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valeur  particuliere  de  v,  on  deduira  des  equations  prece- 

dentes  F x = e~mx,  fy— cos.  my. 

168. 

On  ne  pourrait  point  supposer  que  m est  un  nombre  ne- 
gatif,  et  1 on  doit  necessairement  exclure  toutes  les  valeurs 

particulieres  de  v,  oil  il  entrerait  des  termes  tels  que  e , m 
etant  un  nombre  positif,  parce  que  la  temperature  v ne  peut 
point  devenir  infinie,  lorsque  x est  infiniment  grande.  En 
effet  la  cbaleur  n’etant  fournie  que  par  la  source  eonstante 
A,  il  ne  peut  en  parvenir  qu’une  portion  extremement  petite 
dans  les  points  de  l'espace,  qui  sont  tres-eloignes  du  foyer. 
Le  reste  se  detourne  de  plus  en  plus  vers  les  aretes  infinies 
B et  C , ct  se  perd  dans  les  masses  froides  qu’elles  terminent. 

L’exposant  m qui  entre  dans  la  function  e . cos.  my 
n’est  pas  determine,  et  Ton  peut  ehoisir  pour  cet  exposant 
un  nombte  positif  quelconque  : mais,  pour  que  v devienne 

nulle  en  faisant/  = — l-  icouy=  + ^ «, quelle  que  soita;, 

on  prendra-  pour  m un  des  termes  de  la  suite,  i,  3,  5, 
-,9,  etc. ; par  ce  moyen  la  seconde  condition  sera  remplie. 

169. 

On  formera  facilement  une  valeur  plus  generale  de  v,  en 
ajoutaut  plusieurs  termes  semblables  aux  precedents,  et  Ton 

aura'V  = tze  ^ cos.  y + be  cos.  3y  + ce  cos.  5 y 

+ de~~7  x.  cos.  77  + etc.  ( b ).  Il  est  evident  que 

cette  fonction  v designee  par  <p(x,  7)  satisfait  a lequation 

^ v 4-  <LjL  — o,  et  a la  condition  9 (x,  ± 7 z)=o.  11  reste 

rf  3 //  V*  1 * X 
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a remplir  une  troisieme  condition,  qui  est  exprimee  ainsi : 
<p  (o,  y)  = 1 , ct  il  est  necessaire  de  l'emarquer  que  cc  re- 
sultat  doit  avoir  lieu  lorsqu’oa  met  pour  y une  valeur  quel- 

conque,  comprise  entre  — i « et  H-  ~ r.  On  ne  peut  en  rien 

inferer  pour  les  valeurs  que  prendrait  la  fonction  <p  (o,y), 
si  Ton  mettait  au  lieu  de  y une  quantite  non  comprise  entre 

les  limites  — ~ tc  et  + ^ 77.  L’equation  (&)  doit  done  etre  as- 

sujetie  a la  condition  suivante  : 

1 =a  cos.y  + b cos.  3y  + ccos.  3 y + dc os.  ny  + etc. 

C est  au  moyen  de  cette  equation  que  Ton  determinera  les 
coefficients  a,  b,  c , d>  ...  etc.  dont  le  nombre  est  infini. 

Le  second  membre  est  une  fonction  de  y,  qui  equivaut  a 
funite , toutes  les  fois  que  la  variable  y est  comprise  entre 

— ~ x et  + ~ 77.  On  pourrait  douter  qu’il  existat  une  pareille 

fonction,  mais  cette  question  sera  pleinement  eclaircie  par  la 
suite. 

170. 

Avant  de  donner  le  calcul  des  coefficients,  nous  remar- 
querons  l effet  que  represente  chacun  des  termes  de  la  serie 
dans  l’e'quation  ( b ). 

Supposons  que  la  temperature  fixe  de  la  base  A , au  lieu 
d'etre  egale  a l’unite  pour  tous  ses  points,  soit  d’autant 
moindre  que  le  point  de  la  droite  A est  plus  eloigne  du  mi- 
lieu o , et  quelle  soit  proportionnelle  au  cosinus  de  cette 
distance;  on  connaitra  facilement  dans  ce  cas  la  nature  de  la 
surface  courbe,  dont  lordonnee  verticale  exprime  la  tempe- 
rature v ou  <p  (a?,  y).  Si  Ton  coupe  cette  surface  a lorigine 
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par  un  plan  perpendiculaire  a laxe  des  x , la  courbe  qui  ter- 
mine  la  section  aura  pour  equation  v = a cos.  y : les  valeurs 
des  coefficients  seront  les  suivantes  : 

a— a,  b — o,  c = oy  r/—  o, 
ainsi  de  suite,  et  Fequation  de  la  surface  courbe  sera 


v — a e X . cos.  y. 


Si  Ton  coupe  cette  surface  perpendiculairement  a l axe  des 
y9  on  aura  une  logarithmique  dont  la  convexite  est  tournee 
vers  laxe;  si  on  la  coupe  perpendiculairement  a Faxe  des  x, 
on  aura  une  courbe  trigonometrique  qui  tourne  sa  concavite 

vers  Faxe.  II  suit  de  la  que  la  fonction  a toujours  une  va- 


lour positive,  et  que  cclle  de  est  toujours  negative.  Or 


la  quantite  de  chaleur  qu  une  molecule  acquierta  raison  de  sa 
place  entre  deux  autres  dans  le  sens  des  x , est  proportionnelle 

a la  valeur  de  (art.  i^3);  il  s’ensuit  done  que  la  mole- 


cule intermediate  recoit  de  celle  qui  la  precede,  dans  le  sens 
des  x , plus  de  chaleur  quelle  n’en  communique  a celle  qui 
la  suit.  Mais,  si  Fon  considere  cette  meme  molecule  comme 
placee  entre  deux  autres  dans  le  sens  des  y 9 la  fonction 


dy7 


etant  negative,  on  voit  que  la  molecule  intermediate 


communique  a celle  qui  la  suit  plus  de  chaleur  quelle  n’en  re- 
coit de  celle  qui  la  precede.  II  arrive  ainsi  que  Fexcedent  de  cha- 
leur quelle acquiert  dansle  sens  des  x>  compense  exactement 
ce  qu  elle  perd  dans  le  sens  des  y,  comme  l exprime  Fequa- 
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tion  4-  ==  o.  On  connait  ainsi  la  route  que  suit  la 

chaleur  qui  sort  du  foyer  A.  Elle  se  propage  dans  le  sens 
des  x , et  en  meme  temps  elle  se  decompose  en  deux  parties, 
dont  Tune  se  dirige  vers  une  des  aretes  , tandis  que  Fautre 
partie  continue  de  s’  eloigner  de  Forigine,  pour  etre  decom- 
posee  coniine  la  precedence  et  ainsi  de  suite  a i’infini.  La 
surface  que  nous  considerons  est  engendree  par  la  courbe 
trigonometrique,  qui  repond  a la  base  A,  et  se  meut  perpen- 
diculairement  a Faxe  des  x en  suivant  cet  ax£,  pendant  que 
chacune  de  ses  ordonnecs  decroit  a Finfini , proportionnel- 
lement  aux  puissances  successives  dune  meme  fraction. 

On  tirerait  des  consequences  analogues,  si  les  tempera- 
tures fixes  de  la  base  A etaient  exprimees  par  le  terme 

b cos.  3/  ou  c cos.  5 y etc. ; 

et  Fon  peut,  d’apres  cela,  se  former  une  idee  exacte  du  mou- 
vement  de  la  chaleur  dans  les  cas  plus  generaux;  car  on 
verra  par  la  suite  que  ce  mouvement  se  decompose  toujours 
en  une  multitude  de  mouvements  elementaires,  dont  chacun 
s’accomplit  comme  s il  etait  seul. 

SECTION  II. 

Premier  exemple  de  V usage  des  series  trigonometriques  dans 
la  theorie  de  la  chaleur . 

I7I* 

Nous  reprendrons  maintenant  Fequation 
r =za  cos.  r 4-  b cos.  3 y-h  c cos.  5y  4-  d cos.  7/4-  etc, . 
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dans  laquelle  il  faut  determiner  les  coefficients  a,  b>  cy  d , etc* 
Pour  que  cette  equation  subsiste,  il  est  neccssaire  que  les 
constantes  satisfasscnt  aux  equations  que  Ton  obtient  par 
des  differentiations  successives,  ce  qui  donne  les  resultats 
suivants  : 

i = ci  cos.  y b cos.3j4-  c cos.5j4-  </cos.  7 j4- etc. 
o = a sin.  y + 3 b sin.  3 y + 5 csin.  5 y-h  7 <^sin.  7 y-t~  etc. 
o = a cos.  j -f-  32&cos.  3y-b  S'coos.  5y+  cos.  7^  4-  etc. 
o = a sin.  y 4-  33£cos.  3y-h  5*ccos.5y-\-  7W  cos.  7 y-\~  etc. , 
ainsi  de  suite  a linfini. 

Ces  equations  devant  avoir  lieu  lorsque  o:=o,  on  aura 

1 = a 4-  4+  c 4-  d 4-  e 4-  f 4-#  4-  . . . etc. 

0 = rt4-3264-5’C4-726?4-9i£4-II  2f-h  . . . etc. 
o = a 4-  34  b 4-  54c  4-  7 Kd  4-  4- . . . etc. 

o Cl  4-  36  b 4~  5^0  4-  fd  4- . . . etc. 
o = a 4-  38  b 4-  5 *c  4- . . . etc. 
etc. 

Le  nombre  de  ces  equations  est  infini  comme  celui  des 
indeterminees  a,  b,  c,  d,  e. . . etc.  La  question  consiste  a 
eliminer  toutes  les  inconnues , excepte  une  seule. 

172. 

Pour  sc  former  une  idee  distincte  du  resultat  de  ces  elimi- 
nations, on  supposera  que  le  nombre  des  inconnues  a,  b y c, 
d . . . etc. , est  d abord  defini  et  egal  a m.  On  emploiera  les 
m,  premieres  equations  seulement,  en  effa^ant  tous  les  terines 
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ou  se  trouventles  inconnues  qui  suivent  les  m premiums.  Si 
l’on  fait  suceessivemcntm=  2,  m=3,m=4,m  — b^aiiis)  dc 
suite,  on  trouveradanschacune  dcces  suppositions, les  valours 
dcs  indeterminees.  La  quantite  a,  par  exemple,  reeevra  une 
valeur  pour  le  cas  de  deux  inconnues, une  autre  pour  le  casde 
trois  inconnues,  ou  pour  le  cas  de  quatre  inconnues,  ou  succes- 
sivement  pour  un  plus  grand  nombre.  II  en  sera  de  meme  de  l'in- 
determinee  b,  qui  reeevra  autant  de  valeurs  dif’ferentes  que  l’on 
auraeffectue  de  fois! ’elimination;  chacunedes  autres  indeter- 
minees  est  pareillement  susceptible  d une  infinite  de  valeurs 
differentes.  Or  la  valeur  d’une  des  inconnues,  pour  le  cas 
ou  leur  nombre  est  infini,  est  la  limite  vers  laquelle  tendent 
continuellement  les  valeurs  quelle  reeoit  au  moyen  des  eli- 
minations successives.  II  s’agit  done  d’examiner  si,  a mesure 
que  le  nombre  des  inconnues  augmente,  cbacune  des  valeurs 
a,  b , c,  d, . . . etc.  ne  converge  point  vers  une  limite  finie, 
dont  elle  approche  continuellement. 

Supposons  que  Ton  emploie  les  sept  equations  suivantes  : 

1 = a+  b 4-  c •+■  d + e+  f+  g 

o = a + 31  b + 5!  c- 1-  7’  d + cy  e + 1 1 1 fb  i3*  g 

o = a -t-  34  b + 54  cb  n'1  d+  cf  e + 1 14  f b i 34  g 
o = a -1-  3s  b b 5®  c b 7®  d + (f  e -t-  1 Is  f b i36  g 

o = a b 3”  b + 5®  cb  rf  d - t-  p8  e+  u*  f + i38  g 

o = a -l-  3"  b b 5”  c b 7’°  d + 9"  c b 1 i"*f  b i3'°  g 
o = a + 313  b b 5'2  c -t-  7”  d + 9”  e b 1 1 " f H-  x3"  g. 
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l^es  six  equations  qui  ne  contierinent  plus  g,  sont : 

1 33  =r^z(i3J — £(i3* — 3’)-f-  c(  i3’ — 5a)  + d{  i3* — 7’)-h  e{\V — 9’)+  f(  i3a — ii’) 

o ~a  (i3a — ia)-f-3’  l>( i3* — 3a)H- 5’  c (i3a — 5a)H-7a  d (i3a — 7’)+9’  e (1 3’ — 9’)~h 1 — 1 **) 

o=a  (i3a — 1’)-|-54  £(i3a — 3’)+54  c(i3a — 5a)+74  d (i3a — 7*)  + 94  tf(i3a — 9*)  + i — n*) 
o = a ( 1 3’ — 1 ‘) + 3fi  £ ( i 3a — 3a)+  5*  c ( 1 3' — 5')+  7* */ ( 1 3’ — 7’)+96  *(i3"— £>a)+i i6/(i3a—  1 O 
o =a  (i3a — i,vi~h3s  b (i3a— 3’)+58  c(i3a — 5a)+^a  i3a — 74)H“9S  c(i3* — 9a)-|-i 18  f (1 3’ — 1 r) 
o=a(i3a — ia)-|-3,a£  (i3a — 3’)-+-  5*V(i3a — 5,)“h7‘V(i3a — 7a)-h9'0e(i3a — 9a)-hr  — 1 i3).  (c) 


En  continuant  lelimination , on  obtiendra  lequation 
finale  en  a,  qui  est  : 


a (i3a — ia)  (1 1’ — ia)(9* — O (7* — O — OO* — 1*)=  i3a.i  i*.j)\7\5*.3\ia. 


*73- 

Si  lVn  avait  employe  un  nombre  d equations  plus  grand 
d’nne  unite,  on  aurait  trouve,  pour  determiner  a , une  equa- 
tion analogue  a la  precedente , ayant  au  premier  membre  un 
facteur  de  plus,  savoir : i52 — i%  et  au  second  membre  i5% 
pour  nouveau  facteur.  La  loi  a laquelle  ces  differentes  va- 
leurs  de  a sont  assujeties  est  evidente,  et  il  sensuit  que  la 
valeur  de  a,  qui  correspond  a un  nombre  infinid  equations, 
est  exprimee  ainsi : 

31  5a  7’  93  1 ia  i3a 

a 3a  — 1 5’  — 1 y7  — 1 <y  — i ua  — 1 i3a  — 1 eC‘ 


ou  a = 


3.3  5.5  7.7 
2. 44, 6*678 


9-9  1111 
8.10  10.12 


i3.  i3 
12.14* 


. etc. 


Or  cette  derniere  expression  est  connue  et,  suivant  le 
theoreme  de  Wallis,  on  en  conclut  a — II  ne  s’agit 


’ »»  ir»»  r * I »?«  ’ M|*m'  " *Tf  I1HUM* 
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done  maintenant  que  de  connaitre  les  valeurs  des  autres 
indetermine'es. 

174. 

Les  six  equations  qui  restent  apres  l’elimination  de  g 
peuvent  etre  comparees  aux  six  equations  plus  simples  que 
Ton  aurait  employees , s’il  n’y  avait  eu  que  six  inconnues. 
Ces  dernieres  equations  different  des  equations  (e),  en  ce 
que,  dans  celles-ci,  les  lettres  f,e,d,c,b,a  se  trouvent 
multipliees  respectivement  par  les  facteurs 

1 3’ — 9*  1 3’—  7’  1 3’  — 5’  1 3*  — 3’  i3’—  1’ 

’ 1 3’  ’ 1 3*  ’ 1 3’  ’ iV  ’ i3’ 

II  suit  de  la  que  si  on  avait  re'solu  les  six  equations 
lineaires  que  l’on  doit  employer  dans  le  cas  de  six  indeter- 
mine'es, et  que  Ton  eut  calcule  la  valeur  de  chaque  inconnue, 
il  serait  facile  d’en  conclure  la  valeur  des  indeterminees  de 
meme  nom,  correspondantes  au  cas  oil  I on  aurait  employe 
sept  e'quations.  II  suffirait  de  multiplier  les  valeurs  de  f,  c, 
d,  c,  b , a,  trouve'es  dans  le  premier  cas  par  des  facteurs 
eonnus.  II  sera  aise,  en  general,  de  passer  de  la  valeur  de 
l’une  des  quantites , prise  dans  la  supposition  d’un  certain 
nombre  d equations  et  d’inconnues,  a la  valeur  de  la  meme 
quantite , priso  dans  le  cas  ou  il  y aurait  une  inconnue  et 
line  e'quation  de  plus.  Par  exemple,si  la  valeur  de  f trouvee 
dans  l’hypothese  de  six  equations  et  six  inconnues,  est  repre- 
sentee par  F,  celle  de  la  meme  quantite  prise  dans  le  cas  d une 

inconnue  de  plus , sera  F.  • Cette  meme  valeur , prise 

dans  le  cas  de  huit  inconnues , sera,  par  la  meme  raison, 

1 3'  i5a 

i3’  — na  i5a  — n3 


F. 
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et  dans  le  cas  de  neuf  inconnues,  elle  sera 

p i3a  i5a  17’ 

i3a — iia  i53 — it3  173 — uaJ 


ainsi  de  suite.  II  suffira  de  meme  de  connaitre  la  valeur  de  b , 
correspondante  au  cas  de  deux  inconnues,  pour  en  conclure 
celle  de  la  meme  lettre  qui  correspond  au  cas  de  trois , 
quatre,  cinq  inconnues,  etc.  On  aura  seulement  a multiplier 
cette  premiere  valeur  de  b par 

5a  7a  q3  ua 
5 — 3 7 — 3 9 — 3 iia — 3 


Pareillement  si  Ton  connait  la  valeur  de  c pour  le  cas  de 
trois  inconnues,  on  multipliera  cette  valeur  par  les  facteurs 
successifs 


. etc. 


on  ealculera  de  meme  la  valeur  de  d par  le  cas  de  quatre 
inconnues  seulement,  et  on  multipliera  cette  valeur  par 

9'  ir  i3a  i5a 
9—5  na— 7a  i33 — 7*  ia2— -f 

Le  calcul  de  la  valeur  de  a est  assujeti  a la  meme  regie,  car 
si  on  prend  cette  valeur  pour  le  cas  d une  seule  inconnue , 
et  qu’on  la  multiplie  successivement  par 

33  r>a  f 9a 
3a  — ia  52 — i3  7a — ia  pa — i2  * 

on  trouvera  la  valeur  finale  de  cette  quantite. 


75- 

La  question  est  done  reduite  a determiner  Ia  valeur  de  a 
dans  le  cas  dune  inconnue,  la  valeur  de  b dans  le  cas  de 
deux  inconnues,  celle  de  c dans  le  cas  de  trois  inconnues,  et 
ainsi  de  suite  pour  les  autres  inconnues. 


■I  11 


1 1 * 
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11  est  facile  de  juger,  a l’inspection  seule  des  equations  et 
sans  aucun  calcul,  que  les  resultats  de  ces  eliminations  suc- 
cessives  doivent  etre 


a 


b = 

I2 

i2 — 3a 

i2  32 

i5 — 52  3a — 5Q 

d = 

i2  32 

i2— 7*  y — y3  53 

6 1 

1 2 3 2 

W I 

ii 

r 

<0 

[76. 


r 


II  ne  reste  qua  multiplier  les  quantites  prece'dentes  par 
les  series  des  produits  qui  doivent  les  completer  ct  que  nous 
avons  donne's  (art.  i74).  On  aura  en  consequence,  pour  les 
valeurs  finales,  des  inconnues  a,  b,  c,  d,  e,f,  etc.,  les  ex- 
pressions suivantes  : 


a — x . 


f 


9’ 


1 0 — i 7 — 1 g — 1 111 — i3 


etc. 


d 


i2 — 32  52— 3 

|J  T~  3’  9* — 3‘ 

1 12 — 32 

i2  32 

T 9 a 

1 12 

ia— 52  32 — 52 

7"— 9’  — 5“' 

ii2  — 52 1 

_ 1 2 32 

S1  9’ 

1 x2 

ia— 71  31—  73 

5’—  f 9’—  7 

1 ii1— 7’ 

1*  3’ 

53  7’ 

ii2 

~ .91  3’ — 9’ ' 

5“— 9’  7’— 9’ 

ii2— 9’ 

i’  3' 

5’  7* 

9’ 

etc. 


etc. 


1 3* 


etc. 

1 3*  i52 


1 a — II#  ^ — ix2  5* — iVf — xx9  92 — .112’  i33 — iV  i52~ 


-etc. 


<74 

OU  a: 

d=- 

f=- 
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etc. 


= 4-  l 

3.3  5.5 

7*7 

■ 2.3  '4.6 

* 6.8 

1 . i 

5.5 . 7.7 

9-9 

2.4 

2.8  4 • 10 

6.12 

1 . 1 

3.3  7.7  _ 

9-9  , 

4^’ 

2.8  1.12 

4.14 

etc. 


6.16 


etc. 


1 . 1 

3.3 

5.5  9.9 

I I . I I 

i3 . i3 

etc. 

6.8  ‘ 

4. 10 

2.12  2.l6 

4.18 

6.20 

1 . 1 

3.3 

5.5  7.7 

II  . II 

i3.  i3 

1 5 . 1 5 

etc. 

8.  io 

6. 12 

4-l4  2.l6 

2 . 20 

4.22 

6. 24 

1 . i 

3.3 

5.5  7.7 

9-9 

i3.i3 

ID  . l5 

17.17 

10 . 12 

! 8.l4 

6.l6  4.l8 

2.20 

2 . 24 

4.26 

6.28 

etc. 


La  quantite  ^ tp  ou  le  quart  de  la  circonference  equivaut , 
suivant  le  theoreme  de  Wallis,  a 


2.2  4-4  6*6  8.8  to. 10  12. i2  i4-i4  .. 

1.2  3.5  5.7  7.9  9.11  ti. t3  i3.i5 

Si  Ton  remarque  maintenant  quelles  sont,dans  les  valeurs 
de  a,b>c,d,e , etc,,  les  facteurs  que  Ton  doit  ecrire  aux 
nume'rateurs  et  aux  denominateurs,  pour  y completer  la 
double  scrie  des  nombres  impairs  et  des  nombres  pairs , on 
trouvera  que  les  facteurs  a suppleer  sont : 


pour  b 
pour  c 
pour  d 
pour  e 
pour/ 


3.3  \ 

(a  = 2. 

t: 

2 

6 

5.5 

b= — 2. 

2 

n 

10 

c = 2. 

2 

"P  ~Z. 

7-7 

i4 

} et  l’on  en  conclut  { 

I d — — 2. 

D 7T 

2 

9*9 

7 7T 

18 

1 1 . 1 1 

e = 2. 

2 

<T* 

22  ! 

1 

\ f- — 0 

2 

I I 7T 

t I i 
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C’est  ainsi  quon  est  parvenu  a effectuer  entierement  les 
eliminations  et  a determiner  les  coefficients  a,  b , c , d , etc., 
de  F equation 

i— a cos. x 4-  & cos.  3 #4- c cos.  5x+^cos.yx-t-ccos.g^  4-  etc. 

La  substitution  de  ces  coefficients,  donne  fequation 
suivante  : 


~ z=  COS. g COS.  3/4-  ^ cos.  5/ - COS.  7/ 


cos- 97- 


cos.  1 1 y 4-  etc. 


Le  second  membre  est  une  fonction  de  y>  qui  ne  change 
point  de  valeur  quand  on  donne  a la  variable y une  valeur 

comprise  entre  — ^ t:  et  4-  i rr-  II  serait  aise  de  prouver  que 

cette  serie  est  toujours  convergente,  c’est-a-dire  que,  en 
mettant  au  lieu  de  y un  nombre  quelconque,  et  en  pour- 
suivant  le  calcul  des  coefficients , on  approche  de  plus  en 
plus  d’une  valeur  fixe,  en  sorte  que  la  difference  de  cette 
valeur  a la  somme  des  termes  calcifies,  devient  moindre  que 
toute  grandeur  assignable.  Sans  nous  arreter  a cette  demons- 
tration, que  le  lecteur  peut  suppleer,  nous  ferons  remar- 
quer  que  la  valeur  fixe,  dont  on  approche  continuellement, 

est  i 7T , si  la  valeur  attribute  a y est  comprise  entre  o et 

- w,  mais  quelle  est  — si y est  comprise  entre  ^ et  -tt; 

car,  dans  ce  second  intervalle,  chaque  terme  de  la  se'ric 
change  de  signe.  En  general  la  limite  de  la  serie  est  alterna- 
tivement  positive  et  negative;  au  reste,la  convergence  n est 
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point  assez  rapide  pour  procurer  une  approximation  facile * 
mais  elle  suffit  pour  la  verite  de  lequation. 

178. 

L’equation 

y — cos.  x — ~ cos.  3 x H-  l cos.  5 x — - cos.  7 x + etc. , 

J 3 5 7 J 

appartient  a une  ligne  qui,  ayant  x pour  abcisse  et  jr  pour 
ordonnee,  est  composee  de  droites  separees  dont  chacune 
est  parallele  a 1 axe  et  egale  a la  demi-circonference.  Ces 
paralleles  sont  placees  alternativcinent  au-dessus  et  au-des- 

sous  de  laxe,  a la  distance  ^ 77,  et  jointes  par  des  perpendicu- 

laires  qui  font  elles-memes  partie  de  la  ligne.  Pour  se  former 
une  idee  exacte  de  la  nature  de  cette  ligne , il  faut  supposer 
([lie  le  nombre  des  termes  de  la  fonction 

cos.  x — \ cos.  3 x ■+•  p cos.  5 x — etc. 

J 5 

recoit  dabord  une  valeur  determinee.  Dans  ce  derner  cas 
lequation 

y = cos  x — * cos.  3 x + ^ cos.  5 x — etc. 

appartient  a une  ligne  courbe  qui  passe  alternativement 
au-dessus  et  au-dessous  de  Faxe , en  le  coupant  toutes  les 
fois  que  Fabcisse  x devient  egale  a Fuiie  des  quantites 


a mesure  que  le  nombre  des  termes  de  lequation  augmente, 
la  courbe  dont  il  s’agit  tend  de  plus  en  plus  a se  confondre 
avec  la  ligne  precedcnte,  composee  de  droites  paralleles  et 
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de  droites  perpendiculaires;  en  sorte  que  cette  ligne  est  la 
limite  des  differentes  courbes  que  Ton  obtiendrait  en 
augmeutant  successivement  le  nombre  des  tennes. 

SECTION  II L 

Remarques  sur  ces  series. 
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On  peut  envisager  ces  memes  equations  sous  un  autre 
point  de  vue,  et  demontrer  immediatement  Fequation 

?=  cos. a:  — jcos.  3x  -hgcos.  5a; — ^cos.  yx  -h^cos.q,r — etc. 

.Le  cas  ou  x est  nulle  se  verifie  par  la  se'rie  de  Leibnitz, 


7C 

4 


i 1 

— I etc. 

7 9 


Ensuite  on  supposera  que  le  nombre  des  termes  de  la  se'rie 


cos.  x — | cos.  3 x ^ cos.  5 x — ^ cos.  7 x etc. 

au  lieu  d’etre  infini  est  determine  et  e'gal  a m.  On  conside- 
red la  valeur  de  cette  suite  finie  comme  une  fonction  de  x 
et  de  m . On  reduira  la  valeur  de  la  fonction  en  une  se'rie 
ordonne'e  suivant  les  puissances  negatives  de  m;  et  Ion 
reconnaitra  que  cette  valeur  approche  d’autant  plus  detre 
constante  et  independante  de  x,  que  m est  un  plus  grand 
nombre. 

Soit  jla  fonction  cherchee  qui  est  donnee  par  lequation  ; 


y— cos.# — ^ cos.  3 a;  -h  ^cos.  5x- 


COS.JX + 


■ cos.  2 m- 


I X , 


